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ESTUDO EMPIRICO DE UMA NOVA IMPLEMENTACAO PARA O ALGORITMO DE CONSTRUGAO DE ARVORE
PATRICIA

L. C. A. ALBUQUERQUE®, N. ZIVIANI?

SUMARIO

PATRICIA & um algoritmo eficiente para casamento de cadeias. Este trabalho tem por obje-
tivo apresentar um algoritmo melhorado para construcao de arvores Patricia. 0 algoritmo
proposto & comparado empiricamente com os algoritmos mais conhecidos de construcdo de ar-
vores Patricia, obtendo resultados bem favoraveis ao novo algoritmo.

ABSTRACT

PATRICIA is an efficient algorithm for string matching. The objective of this paper is
to present a better algorithm for Patricia tree construction. The proposed algorithm is
compared empirically to the well known algorithms for Patricia tree construction, and
favorable results are obtained.
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1. INTRODUCAO

PATRICIA & a abreviatura de Pratical Algorithm To Retrieve Information Coded In
Alphanumeric (Algoritmo Pratico para Recuperar Informacao Codificada em Alfanumérico).
Este algoritmo foi originalmente criado por MORRISON [1968] num trabalho de casamento de
cadeias (string matching), aplicado em recuperacao de informacao em arquivos de  grande
porte. KNUTH [1973] deu um novo tratamento ao algoritmo, reapresentando-o de forma mais
clara como um caso particular de pesquisa digital, essencialmente, um caso de arvore
trie binaria.

Alem disso KNUTH [1973] apresentou explicitamente um algoritmo de pesquisa e propds um
algoritmo de insercao (construcdo de arvore Patricia) como exercicio, dando sugestdo de
como elabora-lo na parte de respostas aos exercicios. Ele apresentou tambem um estudo
analitico do algoritmo de pesquisa, obtendo o numero de inspecdes de bits para uma
pesquisa aleatdoria com sucesso e para uma pesquisa sem sucesso; esses valores sao,
respectivamente, log,N + 0.33275 e Tog,N - 0.31875, onde N & o numerode chaves ar-
mazenadas na arvore.

SEDGEWICK [1983] apresentou novos algoritmos de pesquisa e de insercao baseados nos
algoritmos propostos por Knuth. GONNET [1984a] propos tambem outros algoritmos. de
pesquisa e de insercao usando recursividade e uma estrutura de dados ligeiramente
diferente para representar a arvore.

0 objetivo deste trabalho @ o de apresentar uma melhoria no algoritmo de insercdao cu-
ja caracteristica principal & a de conseguir construir a arvore Patricia utilizando o
menor numerc de inspecdes de bits dentre os algoritmos mais conhecidos. Para mostrar
esta caracteristica do algoritmo, realizou-se um estudo experimental, onde foram

comparados quatro algoritmos de insercao:

(1) Algoritmo de Sedgewick (SEDGEWICK [1983], p. 222),
(2) Algoritmo de Gonnet (GONNET [1984a], pp. 110-111),
(3) Algoritmo Melhorado de Gonnet (GONNET [1984b]),
(4) Algoritmo Proposto.

As medidas de complexidade consideradas foram:

I(N) - o nimero total de inspecbes de bits necessario para construiruma arvore com N
chaves;

C(N) - o numero de comparacoes entre bits de chaves necessario para construir uma
arvore com N chaves;

W(N) - o nlmero de inspecdes de bits necessario para tracar o caminho de pesquisa e
insercao durante a construcao de uma arvore com N chaves;

E(N) - o numero de nodos de uma arvore com N chaves.

Dentre os algoritmos estudados, verificou-se que os algoritmos (1) e (4) acimasdo os que
apresentam melhor desempenho quanto ao numero total I(N) de inspecOes de bits, com o al-
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goritmo (4) apresentando ainda uma reducao de mais de 20% sobre o algoritmo (1)
no numero I(N). Cabe observar que a inspecdo de bits & a operacdao mais cara dentre as
operacoes dos algoritmos considerados.

2. PESQUISA DIGITAL

A pesquisa digital e baseada na representacdo das chaves como uma seqliéncia de
caracteres ou de digitos. A grosso modo, o metodo de pesquisa digital e realizado da
n7y

indices de dedo". Com a
primeira letra da.palavra sao determinadas todas as paginas que contem as palavras

mesma forma que uma pesquisaemdicionarios que possuem aqueles

iniciadas por aquela letra.

0s metodos de pesquisa digital sdo particularmente vantajosos quando as chaves sao
grandes e de tamanho variavel. No problema de casamento de cadeias trabalha-se com
chaves semi-infinitas, isto e, sem limitacao explicita quanto ao tamanho delas. Um
aspecto interessante quanto aos metodos de pesquisa digital @ a possibilidade de
localizar todas as ocorrencias de uma determinada cadeia em um texto, com tempo de
resposta logaritmico em relacdo ao tamanho do texto.

Este aspecto € particularmente importante em aplicacbes que utilizam grandes bancos de
dados, tais como os utilizados em sistemas legislativos e judiciarios, jornalismo,
informacoes tecnico-cientificas, informacdes policiais, informacoes mercadologicas,
bibliotecas e centros de informacao em geral. Nesses tipos de arquivos apenas adicoes
sao realizadas, e as consultas sdao imprevisiveis. Como exemplo, alguém poderia
necessitar de uma relagdo dos artigos de periodicos cientificos que tratam do assunto
"bancos de dados nao estruturados", ou entao a relacao dos acidentes de trafego causa-
dos por embriaguez em regides urbanas durante os fins de semana. A apresentacdo de
algoritmos eficientes para recuperacao de informacao utilizando pesquisa digital em
bancos de dados nao estruturados e tratada em detalhes em ALBUQUERQUE, GONNET e ZIVIANI
[1985].

A seguir apresentam-se os metodos de pesquisa digital mais utilizados.

2.1, Trie

Uma +¢rie € uma arvore M-aria cujos nodos sao vetores de M componentes com campos
correspondentes aos digitos ou caracteres que formam as chaves. Cada nodo no nivel i
representa o conjunto de todas as chaves que comecam com a mesma seqliencia de i digitos
ou caracteres. Este nodo especifica uma ramificacao com M caminhos dependendo do (i+1)-
esimo digito ou caracter de uma chave.

Supondo as chaves como seqliencia de bits, isto &, M =2, o algoritmo de pesquisa
digital em trie & semelhante ao de pesquisa em arvore binaria, exceto que, ao inves
de se caminhar na arvore de acordo com o resultado de comparacao entre chaves, caminha-
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se de acordo com os bits da chave. Em 1960, Fredkin chamou este metodo de trie, que
corresponde a um pedaco da palavra retrieval (KNUTH [1973], p. 481).

A Figura 2.1.1. mostra uma trie construida a partir das seguintes chaves de 6 bits:

B = 010010
C = 010011
H = 011000
J = 100001
Q = 101000
Fig. 2.1.1 Fig. 2.1.2

Para construir uma trie faz-se uma pesquisa na arvore com a chave a ser inserida. Se o
nodo externo em que a pesquisa terminar for vazio, cria-se um novo nodo externo nes-
se ponto contendo a nova chave, como ilustra a insercao da chave W = 110110 na Figu-
ra 2.1.2. Se o nodo externo contiver uma chave, cria-se um ou mais nodos  internos
cujos descendentes conterao a chave ja existente e a nova chave. A Figura 2.1.2 ilus-
tra a insercao da chave K = 100010 que envolve repor J por um novo nodo interno cuja
sub-arvore esquerda & outro novo nodo interno cujos filhos sao J e K, porque estas cha-

+=

ves possuem oS mesmos bits até a quinta posicao.

0 formato das tries, diferentemente das arvores binarias comuns, nao depende da  ordem
em que as chaves sao inseridas e sim da estrutura das chaves atraves da distribuicdao de
seus bits. Uma grande desvantagem das tries € a formacdao de caminhos de wuma so di-
recao para chaves com um grande numero de bits em comum. Por exemplo, se duas chaves
diferirem somente no Ultimo bit, elas formardao um caminho cujo comprimento e igual ao
tamanho delas, ndo importando quantas chaves existem na arvore. Veja o caminho  gerado

pelas chaves B e C na Figura 2.1.1.



2.2. Patricia 258

0 algoritmo para construcdo de arvore Patricia (MORRISON [1968]) & baseado no metodo de
pesquisa digital, mas sem apresentar o inconveniente citado para o caso das tries. 0
problema de caminhos de uma so direcdao € eliminado por meio de uma solucdo simples
e elegante: cada nodo interno da arvore contém o indice do bit a ser testado para deci-
dir qual rumo tomar. A Figura 2.2.1 apresenta a arvore Patricia gerada a partir das
chaves dadas acima.

Fig. 2.2.1 Fig. 2.2.2

Para inserir a chave K = 100010 na arvore da Figura 2.2.1, a pesquisa inicia pela raiz e
termina quando se chega ao nodo externo contendo J. Os indices dos bits nas chaves estdo
ordenados da esquerda para a direita. Assim, o bit de indice 1 de K @ 1, indicando a
sub-arvore direita, e o bit de indice 3 indica a sub-arvore esquerda que, neste caso, &
um nodo externo. Isto significa que as chaves J e K mantém o padrao de bits  1x0xxx,
assim como qualquer outra chave que seguir este caminho de pesquisa. Um novo nodo
interno repée o nodo J, e este juntamente com o nodo K serao os nodos externos
descendentes. 0 indice do novo nodo interno e dado pelo primeiro bit diferente das duas
chaves em questao, que & o bit de indice 5. Para determinar qual sera o descendente
esquerdo e o direito, @ so verificar o valor do bit 5 de ambas as chaves, confor-
me mostrado na Figura 2.2.2.

n

A insercao da chave W = 110110 ilustra um outro aspecto. A pesquisa sem sucesso na
arvore da Figura 2.2.2 @ realizada de maneira analoga. Os bits das chaves K e W sao
comparados a partir do primeiro para determinar em qual indice eles diferem, sendo,
neste caso, os de 7indice 2. Portanto o ponto de insercdo agora sera no caminho de
pesquisa entre os nodos internos de indice 1 e 3. Cria-se a7 um novo nodo interno de

indice 2, cujo descendente direito & um nodo externo contendo W e cujo descendente
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Fig. 2.2.3 Fig. 2.2.4

0 metodo delineado acima, assim como o metodo da trie, usa dois tipos distintos de no-
dos. 0s nodos internos contém o indice do bit a ser inspecionado e os nodos exter-
nos contém somente as chaves. Ao inves de armazenar as chaves nos nodos externos, existe
uma outra opcao que & a de manter somente um apontador para outra estrutura que conte-
nha as chaves fisicamente. Isto @ interessante principalmente no caso de as chaves se-
rem Tongas cadeias de caracteres.

Em algumas linguagens de programacao pode ser complicado definir uma estrutura de dados
com dois tipos de nodos diferentes. Para contornar este problema KNUTH [1973] sugere a
criacao de mais um campo nos nodos internos para conter as chaves. 0s nodos externos sao
embutidos nos nodos internos, fazendo com que todos tenham a mesma estrutura. Neste caso
as chaves nos nodos nao serao usadas ao Tongo do caminho de pesquisa. Ao chegar a um
ponto de um nodo externo, a chave e localizada atraves de um apontador dirigido para
cima, conforme ilustra a Figura 2.2.4. Embora o tamanho de cada nodo aumente, isto reduz
Z metade o numero de nodos da arvore, pois 0os nodos externos nao existem  mais
explicitamente. Observe na Figura 2.2.4 queas chaves estao dentro dos nodos e os indices
estdo abaixo. Alem disso ha um nodo-cabeca cujo ndice foi considerado como 0 (zero).

Agora aparece um pequeno problema: como diferenciar um apontador puro para um nodo
internoc de um apontador para cima simulando a ocorréencia de um nodo externo?  KNUTH
[1973] wutiliza mais dois campos extras de 1 bit cada para indicar se o respectivo
apontador para a a raiz da sub-arvore esta apontando para um nodo interno ou um nodo
externo (para cima). E esta @ a unica solucdo razoavel que poderia ser tomada por
Knuth, pois o campo de Tndice formulado por ele nao contém o real valor do Tndice, e sim
o incremento que deve ser dado ao valor corrente do indice para obter o novo 7indice.



260

Isto tem a vantagem de serem necessarios menos bits no campo de Fndice, compensando,
assim, os dois bits adicionais para discriminar os apontadores das sub-arvores.

SEDGEWICK [1983] adotou outra solucao a partir da observacdo de que os 7indices de uma
mesma sub-arvore aparecem ordenadamente em relacao ao nivel do nodo. Neste caso o indice
de um nodo de nivel i & menor do que o de um nodo de nivel j, desde que i < j. Logo,
testando os 7indices dos nodos do caminho de pesquisa, & possivel saber se se chegou a
um "nodo externo" ou nao.

3. ALGORITMOS PATRICIA

A seguir s3o apresentados dois algoritmos conhecidos para construcdo de arvore Patricia,
uma proposta de melhoria de um deles, e uma nova proposta de algoritmo que & mais
eficiente que os trés primeiros.

3.1. Algoritmo de Sedgewick

0 Algoritmo de Sedgewick (SEDGEWICK [1983], p. 222) usa a estrutura de dados para re-
presentar a arvore com os nodos externos implicitos. Neste caso a medida de espaco e
E(N) = N, onde N & o numero de chaves da arvore.

A arvore & inicializada com um nodo-cabeca contendo a primeira chave a ser inserida, o
campo de 7ndice igual a 0 (zero) e o apontador de sub-arvore esquerda dirigido para o
proprio nodo. Considerando uma arvore com n chaves, a inserc3o de uma nova chave k segue
0s passos abaixo:

1. Desce-se pela arvore da maneira ja descrita na Secdo 2.2 ate chegar a uma
posicdo de um "nodo externo", o qual nao existe explicitamente na arvore, e sim
embutido em algum nodo acima.

2. 0s bits da chave k' do nodo determinado no passo 1 sao comparados com oS
respectivos bits da chave k, a partir do primeiro, ateé chegar a um Tndice cujos
bits difiram. Se todos os bits forem iguais, a chave k ja se encontra na arvore e
o algoritmo termina.

3. Desce-se novamente pela arvore a partir da raiz até chegar a um nodo cujo campo
de 7ndice seja maior que o indice < encontrado no passo 2, ou até chegar a uma
posicdo de ‘"nodo externo". Este & o ponto de insercdo do novo nodo contendo a
chave k e o campo de indice igual a <. A insercao propriamente e feita como
descrito na Secdo 2.2.

E bom notar que, em todos estes tres passos, sao realizados inspecoes de bits. E, alem
disso, fazem-se duas descidas pela arvore. Para efeito de estruturacdo do Algoritmo
de Sedgewick, considerou-se que cada chave possui um bit 0 virtual na posicdo 0, ou se-
ja, a esquerda do bit de indice 1.
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3.2. Algoritmo de Gonnet

GONNET [1984a, pp. 110-111] formula seu algoritmo de forma recursiva e utiliza os nodos
externos explicitamente. Neste caso a medida de espaco e E(N) = 2N - 1, onde N eo
numero de chaves armazenadas na arvore.

A arvore @ inicializada vazia. Em seguida, qualquer chave k & inserida, partindo da
raiz, segundo o esquema:

1. Se a sub-arvore em questao & vazia, & criado um novo nodo externo contendo a
chave k (isto ocorre somente na insercao da primeira chave) e o algoritmo termina.
Caso contrario, e obtida uma chave k' de qualquer nodo externo da sub-arvore (por
exemplo, o nodo externo mais a esquerda).

2. Os bits da chave k' obtida no passo 1 sao comparados, a partir do primeiro, com os
bits correspondentes da chave k ate chegar a um ndice 7 cujos bits difiram. Se
todos forem iguais, a chave k ja se encontra na arvore e o algoritmo termina.

3. Se a sub-arvore em questdo for um nodo externo ou o indice da sua raiz for maior
que o indice 7 encontrado no passo 2, inserem-se, neste ponto, um novo nodo
interno com indice igual a © e um novo nodo externo contendo a chave k, da forma
descrita na Secao 2.2.

4. Caso contrario, executam-se recursivamente os passos 1, 2 e 3 novamente,
considerando a sub-arvore esquerda ou a direita, de acordo com o bit da chave k de
Tndice indicado pelo nodo da sub-arvore corrente.

Neste caso desce-se somente uma vez pela arvore. Mas, em toda instancia, tem-se que
acessar um nodo externo qualquer da sub-arvore corrente (passo 1), havendo inspecdes de
bits (passo 2), alem da inspecao usual que & realizada para descer pela arvore.

3.3. Algoritmo Melhorado de Gonnet

No passo 2 do Algoritmo de Gonnet, observou-se que nao seria necessario inciar a
comparacao dos bits a partir do primeiro, a cada ativacao da chamada recursiva. Isso
porque os bits ja foram comparados ate o indice ¢ da chamada recursiva anterior
(GONNET [1984b]). Assim sendo, basta iniciar a comparacao a partir desse 7indice na
ativacao corrente. E digno de nota que, para cada comparacdo de bits, sdo necessarias
duas inspecoes de bits.

3.4. Algoritmo Proposto

0 algoritmo proposto tambem & recursivo e utiliza os nodos externos explicitamente.
Entretanto, com pequenas alteracOes e possivel implementa-To com os nodos externos
embutidos. A arvore @ inicializada com um nodo-cabeca interno contendo 0 (zero) no
campo de indice e o apontador de sub-arvore esquerda nulo. Neste caso a medida de espaco
e E(N) = 2N, sendo N o nimero de chaves da arvore.



Cada chave k & inserida de acordo com os passos abaixo, partindo da raiz:

1. Se a sub-arvore corrente €& vazia, entao e criado um nodo externo contendo a
chave k (isto ocorre somente na insercao da primeira chave) e o algoritmo termina.

n

Se a sub-arvore corrente € simplesmente um nodo externo, os bits da chave k s3o
comparados, a partir do primeiro, com os bits correspondentes da chave k' deste
nodo externo ate encontrar um 7indice 7 cujos bits difiram. (Se todos forem
iguais, a chave ja se encontra na arvoreeo algoritmo termina). Depois sao cria-
dos um nodo interno e um nodo externo: o primeiro contendo o ndice < e o segundo,
a chave k. 0 nodo interno e Tigado ao externo pelo apontador de sub-arvore esquer-
da ou direita, dependendo se o bit de indice < da chave k seja 0 ou 1 respectiva-
mente.

3. Caso contrario, ou seja, se a raiz da sub-arvore corrente for um nodo interno,
vai-se para a sub-arvore indicada pelo bit da chave k de indice do nodo corrente,
de forma recursiva.

~

0 caminho de insercdao @ percorrido novamente de baixo para cima, subindo com o

. — . Lo s .
par de nodos criados no passo 2 ate chegar a um nodo interno cujo indice seja
menor que o indice determinado tambem no passo 2. Este & o ponto de insercado e
o par de nodos e inserido de acordo com o que foi visto na Secdo 2.2.

Este algoritmo utiliza o menor numero de operacoes de inspecdo de bits em relagdo aos
demais, por causa do esquema utilizado no passo 4, que evita percorrer a arvore uma
segunda vez, aproveitando o mecanismo da recursividade. Da mesma forma que o Algoritmo
de Sedgewick, considerou-se que cada chave tem um bit 0 virtual a esquerda do bit de
indice 1, para efeito de estruturacdo do algoritmo. Para majores detathes, veja o Algo-
ritmo Proposto descrito em Pascal no Apendice.

4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

0 desempenho dos algoritmos de construcao de arvore Patricia foi determinado por meio
do seguinte experimento: foram geradas N chaves distintas e aleatorias, cada uma com 32
bits uniformemente distribuidos. Utilizou-se um gerador de nimeros aleatorios baseado no
metodo de congruencia multiplicativo. As chaves foram inseridas uma a uma, em uma arvore
inicialmente vazia. Durante as insercoes foram feitos os calculos das medidas de comple-
xidade I(N), C(N) e W(N) definidas na Secao 1. 0 mesmo conjunto de N chaves foi submeti-
do a todos os quatro algoritmos. O experimento foi repetido um numero suficiente de ve-
zes para tamanhos diferentes de N,

As Tabelas 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4 apresentam os resultados medios obtidos para arvores con-
tendo diversos numeros de chaves. Os intervalos de confianca para as medias foram ao ni-
vel de 95% de probabilidade.



Tabela 4.1. Algoritmo de Sedgewick

N I(N) C(N) W(N)

50 1025 + 4 277 + 2 472 + 2
100 2451 £ 6 654 + 3 1143 = 3
500 16895 + 13 4430 + 5 8034 = 7

1000 37792 = 22 9863 8 18066 + 14

5000 235282 + 78 60883 t 34 113516 + 38

10000 510495 + 119 131724 + 45 247048 *+ 58
Tabela 4.2. Algoritmo de Gonnet

N I(N) C(N) W(N)

50 2049 = 17 935 + 9 178 + 1
100 5507 + 29 2526 £ 14 455 + 2
500 47913 + 89 22241 £ 43 3431 + 5

1000 116488 + 180 54314 + 87 7861 + 8

5000 861190 + 689 405153 + 338 50884 + 23

10000 1995768 + 888 941991 + 432 111786 + 35
Tabela 4.3, Algoritmo Melhorado de Gonnet

N I(N) C(N) W(N)

50 1088 + 5 455 + 2 178 = 1
100 2673 + 8 109 = 3 455 + 2
500 19155 + 17 7862 = 7 3431 &+ 5

1000 43307 + 30 17723 + 12 7861 + 8
5000 274418 + 90 111767 + 39 50884 + 23
10000 598806 + 149 243510 = 62 111786 + 35




Tabela 4.4. Algoritmo Proposto 264

N I(N) C(N) W(N)
50 799 + 4 277 £ 2 246 = 1
100 1898 + 6 654 £ 3 590 = 1
500 12965 + 11 4430 £ 5 4105 + 3
1000 28934 + 18 9863 + 8 9208 + 6
5000 179400 + 74 60883 + 34 57634 + 17
10000 388711 +101 131724 + 45 125263 + 26

0 Algoritmo de Gonnet realiza o menor numero W(N) de inspecGes de bits para dirigir o
caminhamento pela arvore. Isto porque ele faz somente uma descida pela arvore, parando
o caminhamento ja no ponto de insercdao. Porém, a cada nivel do caminho, s3o realizadas
comparacoes de bits como mostram os altos valores de C(N). 0 Algoritmo Melhorado de
Gonnet diminui os valores de C(N), utilizando o mecanismo descrito na Secao 3.3.

0 Algoritmo de Sedgewick e o Proposto realizam o mesmo numero de C(N) de comparacdes
de bits. Ambos fazem esta operacao somente quando chegam a um nodo externo, evitando ter
que faze-lo a cada nivel do caminho de descida. 0 Algoritmo Proposto reduz ainda mais o
nimero total I(N) de 1inspecdes de bits em relacao ao Algoritmo de Sedgewick, pois es-
te desce uma segunda vez pela arvore e o Algoritmo Proposto aproveita o caminho ja tra-
cado pela descida inicial. Isto & refletido pela reducao dos valores de W(N).

Para todos os algoritmos estudados vale a relacgao:
I(N) = 2C(N) + W(N).

A operacdo de inspecdo de bits cuja medida & dada por I(N) constitui a operacaoc mais
cara dos algoritmos Patricia. Nas aplicacGes praticas desses algoritmos, a rotina res-
ponsavel pelas inspecoes de bits & que devera fazer os acessos as chaves, as quais cer-
tamente estarao armazenadas em memoria secundaria. Portanto, o fator predominante de cus-
to sera a operacao de inspecao de bits. Dos quatro algoritmos estudados o que apresenta
o menor I(N) e o Algoritmo Proposto. Dai ser ele o mais eficiente em tempo.

5. CONCLUSOES

As arvores Patricia sdo adequadas quando se trabalha com chaves de tamanho muito grande
e variavel. Chaves desse tipo aparecem em problemas de casamento de cadeias, 0s quais
tem aplicagao pratica em grandes bancos de dados nao estruturados sob a forma de infor-
macoes textuais.

0 numero esperado de inspecbes de bits para pesquisa em arvores Patricia foi determinado
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analiticamente por KNUTH [1973], obtendo valores 0(log,N). Por outro lado, 0 custo de
construcao de uma arvore com N chaves nunca foi estudado analiticamente. Este trabalho
propoe mais um algoritmo de insercao. O algoritmo proposto foi estudado empiricamente
junto com outros dois algoritmos conhecidos. Os resultados experimentais mostraram que
o algoritmo proposto & o que faz menos inspecoes de bits, sendo esta a operacao crucial
durante a construcao de uma arvore Patricia.
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APENDICE

ALGORITMO PROPOSTO

1. Definicao da Estrutura de Dados

const D = "n® de bits de cada chave'"; {depende de ChaveTipo}
type ChaveTipo = "a definir; depende da aplicacao";
IndexAmp = 0..D;

NodoTipo = (interno, externo);
Arvore = tPatNodo;
PatNodo = record
case nt : NodoTipo of
interno :
(index : IndexAmp;
esq, dir : Arvore);
externo :
(chave : ChaveTipo)

end;
Dib = 0..1;



2. Funcoes e Procedimentos Auxiliares

function Bit (i : IndexAmp; k : ChaveTipo) : Dib;

{Retorna o i-ésimo bit, a partir da esquerda, da chave k.
A implementacdo abaixo € dada a titulo de exemplo. Uma
implementacao mais eficiente para uso em programas produto
deve ser feita em linguagem simbélica (assembler), dependendo
assim da maquina hospedeira.}

var ¢, j : integer;

begin
if i = 0 then Bit := 0 else
begin
c := ord(k);
for j := 1 to D-i do ¢ := c div 2;
Bt i=cmod 2 -
end
end {Bit};

function EData (p : Arvore) : boolean;
{Verifica se p+ é nodo externo.}

begin
EData := pt.nt = externo
end {EData};

procedure CrieNodos (k, ka : ChaveTipo; var v : Arvore;
var h : boolean);

{Cria um par de nodos: um interno e outro externo. O nodo
interno contera o valor do indice do bit em que as chaves
k e ka diferem. O nodo externo contera a chave k a ser
inserida. 0 nodo interno é ligado ao nodo externo de acordo
com o bit em que as chaves diferem. O endereco do nodo
interno retorna em v. h indica se a insercao ja foi feita.}

var 1 : integer; p, q : Arvore;
b : boolean;

begin {CrieNodos}

1 :=1; b := true;

while b and (i £ D) do
if Bit(i,k) = Bit(i,ka) then i := i + 1
else b := false;

if i > D then
begin {k ja se encontra na arvore}

h := true; erro
end else
begin
h := false;
new (p, interno); new (q, externo);
with pt do
begin nt := interno; index := ij
if Bit(i,k) = O then esq := q
- else dir := q
end;
with g4 do
begin nt := externo; chave := k

end {CrieNodos};
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3. Algoritmo de Pesquisa

procedure Pesquise (k : ChaveTipo; t : Arvore);

begin
if EData(t) then
if k = tt.chave then Encontrado(t)
- else NaoEncontrado (k)

else
if Bit (tt.index, k) = O then Pesquise (k, tt.esq)
else Pesquise (k, t#.dir)

end {Pesquisel;

N

Algoritmo de Insercao

procedure Insira (k : ChaveTipo; var t, u : Arvore;
var h : boolean);

{k é a chave a ser inserida;

t contém o endereco da raiz da sub-arvore corrente; na
primeira chamada t = raiz;

u contém o endereco do nodo interno ligado a um nodo externo
contendo a chave k a ser inserida. Este par de nodos sobe
pelo caminho de pesquisa até chegar ao ponto de insercao.

h indica se ja foi realizada a insercao ou nao do par de
nodos; se h = true, a insercao ja se realizou.}

begin {Insira}
if t = nil then {insere a primeira chavel

begin
h := true;
new (t, externo);
with t+t do
begin nt := externo; chave := k
end
end else

if EData(t) then CrieNodos (k, tt.chave, u, h) else
if Bit (t+.index, k) = O then
" begin
Insira (k, tt.esq, u, h);
if not h then
T If t+.index < ut.index then
begin {insere o par de nodos cujo enderego é u}

1= true;
if Bit(i,k) = O then ut.dir := tt.esq
- else ut.esq := tt.esq;
tt.esq = u
end
end
else
begin

Insira (k, t+.dir, u, h);
if not h then
T if tt.index < ut.index then
begin {insere o par de nodos cujo endereco é u}
h := true;
if Bit(i,k) = O then ut.dir := tt.dir
- else ut.esq tt.dir;

)

tt.dir := u
end
end
end {Insira};



